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QUELQUES DÉMONSTRATIONS 


RELATIVES A LA 


TITÉORIE DES NOMBRES ENTIERS 


COMPLEXES CUBIQUES. 


A. Les nombres entiers complexes cubiques sont les 
nombres a + bo, a et b étant des nombres entiers réels, 
positifs ou négatifs, ou nuls, et p étant l’une des racines de 
lPéquation p°? + © +1—0o. 

Il y à six unités 


2 2 
Re ir nee Lyns 0 De 


Les six nombres complexes cubiques obtenus en multi- 
pliant un nombre complexe entier cubique quelconque par 
les six unités sont dits associés. À l'exception de o, qui est 
associé à lui-même, 1l y à toujours six associés diflérents. 

La norme du nombre a + bo est 


ad ab+b=(a+ bp)(a + bp?). 
La norme d’un produit de plusieurs facteurs est égale au 


produit des normes de ces facteurs. 


2. Un nombre entier complexe cubique qui peut se décom- 
poser en deux facteurs différents des unités sera dit zombr'e 
complexe cubique Composé. Un nombre complexe cubique 
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premier sera un nombre qui n’admettra pas une telle décom- 
posilion. 

Un nombre entier réel composé peut être regardé comme 
un nombre entier complexe cubique composé. Mais un 
nombre premier réel pourra être un nombre complexe 
cubique composé. 

Ainsi 3 —(1—p)(1— p?)= — p*(1—0) est composé. 

Tout nombre premier de la forme GA +1 est représen- 
table par la forme @? — ab + b?. Or 


a— ab +b= (at bp)(a bp 
Ce sera donc un nombre complexe cubique composé. Ainsi 
— (2 +3p)(2+ 3p°). 


Au contraire, les nombres premiers réels de la forme 3n —1 
sont des nombr'es premiers complexes cubiques. 


En effet, si un tel nombre g était égal à (a+ bp)(x+fo), 
on aurait AUSSI 
g= (a+ bp) (a + Bp°). 
Donc 
g=(a— ab+ D?) (a— à5 + fB?). 


Mais g* ne peut se décomposer en facteurs réels que d’une 
façon, 
d—=9qq; 
donc 
a — ab + = a — à + B?— q. 


Or les nombres premiers de la forme 372 — 1 ne sont pas 
représentables par la forme a? — ab = b?. 
Donc g est complexe cubique premier. 


9. Remarquons d’abord que, si deux nombres sont repré- 
sentables par la forme x? — xy + y?, il en sera de même de 


QT 
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leur produit. En effet, on à 


(a? — ab + b?)(a— 48 +6?) 
—(aa—bB}—(aax— bB)(ab +ba—bB)+(ab+ba—bB) 
—(añ$— ba) —(aB—ba)(ax+bB—ba)+(ax+bB ba). 


Cela posé, établissons maintenant la proposition suivante : 


St un nombre premier p divise le nombre a° — ab + b?, 
il est lui-même de la forme à? — 46 + 6° 


En eflet, supposons que p divise a°— ab + b?, où a et b 
sont premiers entre eux. Nous pouvons remplacer «a et b par 
leurs restes minima (mod p). Nous désignerons par a’, b'ces 


. rs +48, 
restes, inférieurs en valeur absolue à L. 


On a 


Le 


a'? ab+ues(£) says 


On peut donc poser 
(1) a— a'b'+ bd pp' 


a vec 
DT p: 


Si p' était égal à 1, on aurait mis p sous la forme 
a'?— a’ b' + b'?, et le théorème serait établi. 

Supposons p'>1. 

Soient &'— ap, b— 5p' les restes minima de a et de D 
(mod p'). Ils ne sont pas nuls tous les deux; autrement, a’ 
et d’ ne seraient pas premiers entre eux; chacun d’eux est en 


valeur absolue égal ou inférieur à Donc, on à 


M Re (a xp) (bp) + (0 BP FES <p" 


ae 
et, par suite, on peut poser 
(a'— ap} —(a — ap')(b'—5Sp) +(b'—GEp'}= p'p" 


avec 
Dés D ae 
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Donc 


(a®— a 'b'+ b)[(a'— ap} — (a — ap')(b'—Bp) 
+ (b'= PRISES 


ou 
A?— AB + Bip 20 
avec 
nes !— 6p')— b'(a'— ap')—=(b'a — a'B\p'= a"p, 
a'(a'— ap') + b'(b'—8p) — b'(a — ap') 
= a? — a'L'+ be (aa + b'EG— b'a)p 
= pp'—(a'a + b'B —b'a)p! 2 UPPER 
Donc 
(2) — ab" + Bb pp”, 


égalité de la forme (1), avec 
Diet 


Si p' est égal à 1, le théorème est démontré. 
Si p’ n'est pas égal à 1, on opérera de même que tout 
à l'heure. On obtiendra une suite d’égalités de la forme 


ai — dn On + RÉ, 
a vec 
P>PEPT:..T Pr 


Pour » suffisamment grand, p, sera égal à 1 . 


Démontrons maintenant le théorème suivant : 


Tout nombre entier cubique imaginaire a + bo est un 
nombre premier ou un nombre COMposé suivant que la 
norme est elle-méme un nombre premier OU composé. 


1. Puisque, si l’on considère un nombre complexe cubique 
composé, la norme d’un tel nombre est le produit des normes 
des facteurs, on voit que ce sera aussi nécessairement un 
nombre composé. Îl en résulte qu'un nombre entier imagt- 
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nacre cubique dont la norme est un nombre premier réel 
est nécessairement premier. ; 


Exemple. — 2 + 39 a pour norme 7. Donc 2 + 39 est pre- 
mier. 


2. Supposons que la norme a? — ab + b? soit un nombre 
composé. Soit p un nombre premier réel qui la divise. Alors 
deux cas sont à distinguer : si p est de la forme 3n —1,1lne 
peut diviser a? — ab + b? que s’il divise à la fois a et b (n°5). 

Alors a + bo est composé. 

- Si pest de la forme Gr + 1, on peut poser 


p = a — ai + LE 
Comme on a 


(au— bp) (aa +66 — af) = (a af + f?)—6(at— ab +0), 


puisque p divise le deuxième membre, il divise soit ax — D, 
soit ax + b5— af. Mais on a (n° 5) 


(aa — bB)}—(aa — bB)(aB + ba — bB) +(aB + ba — LE) 
(ba aB})—(bax—aB)(bB+aa—aB)+(bB + ax—aB)} 
= (ba—añ} —(aB — ba)(au + DB — ba) + (aa + b5— ba) 
= (a?— ab + b?)(x?— àB + G?). 


Si p divise aa — b$, il divise donc aussi a8 + ba — D. 
S1 p divise aa + b5 — af, il divise aussi bo — a. 


Or 


&+ bp aa + b5 — af Fa ba— af 
te? 


a+ P P 

a+ bo .aa—bB ab + ba — bE 
— — ——— oies in 0: 
a + Bp°? P P 


a + bp a + bp 


L'un ou l’autre des deux nombres s ——+ÿ© sera 
æ+fp a+ f6p? 
; : a?— ab + b? 
donc enter. La norme du quotient, Te PTE est, par 


hypothèse, différente de 1, puisque a°— ab + b? est un 
nombre composé. Done a + bo est un nombre composé. 
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Exemple : 5+ 11 . La norme 25 — 55 +121 =91= 7.13. 
D ST o est composé. En effet 


5 +110 —(2+30)(4 + p). 


5. Les nombres complexes cubiques premiers se par- 
tagent en quatre catégories : 


1. Les six unités, La plupart du temps nous les exclurons 
des nombres premiers. [ Remarquons que l’on à 1 = pp, 


—1—=p(i1+p),....| 


2. Le nombre 1—p et ses associés, 1429, — 2, 
—I+9, —1—29,2 +0. 


3. Les nombres premiers réels positifs de la forme 372 —1 
et leurs associés. 


4. Les nombres imaginaires cubiques dont les normes 
sont des nombres premiers réels de Ja forme Gn + 1. 


Une norme de cette forme étant donnée, 1l lui correspond 
douze nombres imaginaires. Ainsi 7 donne 2 + 39, — 3 — p, 
I—2P, S+2p, —2+p, —1—30, —2—3p, SPP, 
— 1429, — 9 —2p, 2 — 0, I + 3p. 

Elle n'en donne pas plus de 12, puisqu'elle ne peut être 
décomposée que d’une manière dans la forme a? — ab + b?. 


6. J’écarte les nombres divisibles par 1 — o (à un facteur- 
unité près). 
Parmi les autres, avec Eisenstein (J. de Crelle, t. 27, 


#5) 


p. 301), Jappelle primaire tout nombre àa + bo congru 
à 2(mod3). 

Les cinq nombres associés à a + bo sont — b+(a — b)o, 
b—a—ap, —-a—bo,b+(b—a)s, a—b+ ao. 

Le Tableau suivant, où figurent les restes (mod 3) des six 
nombres associés va montrer que sur ces six nombres associés 


CN se 
J s Æ 
Er RP 

PR 
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il n'ya qu'un nombre primaire . 


a. b, — b. |[a—b.|b—a.| --a. Nombre primaire. 
O O 0 (0) O (Exclu) 

O I 2 2 I e) a—b+ap 

0 2 I 1 2 O b—a—ap 

I 0) O I À 2 — a — bp 

I I 2 O O 2 — b+(a—b)p 
I 2 I 2 I 2 (Exclu) 

2 O O 2 I I a + bp 

2 l à I # I (Exclu) 

2 2 I O O I b+(b—a)p 


Les nombres exclus sont divisibles par (1 — p), car 
3a+1+(3B8 +2)0 —3(x + Gp) +1+2p 
est divisible par 1 + 20, 
3a+2+(3B8+1)p=3(a+fBo)+2+o 


est divisible par 2 + p; or.1+ 29, 2 +9 sont des associés 


de r—po (n°5). 


7. 51, parmi les facteurs d’un nombre complexe cubique 
il en est qui soient eux-mêmes composés, on peut les décom- 
poser en facteurs, et l’on arrivera nécessairement, à la fin, 
à n'avoir que des facteurs premiers. S'il en est qui ne soient 
pas primaires, on leur substitucra le facteur primaire associé 
à condition de mettre en facteur un nombre (— 1} 5 conve- 
nablement choisi. Le nombre complexe composé M pourra 
donc être mis sous la forme 


M=—(—1)\pt(1—p) AXBÉCY..., 
où A, B, C sont des nombres complexes cubiques premiers 
primaires Inégaux. 
Nous regarderons 1 — 9 comme primaire. 
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Tuéorèue. — Le produit M — A*BÊC*...L?, où À, B, 
C, ..., L désignent des nombres complexes cubiques pre- 
miers primaires différents, ne peut étre divisible par 
aucun autre nombre complexe cubique premier primaire 


DUBAI CAE de 


Soit, en effet, P un nombre premier complexe cubique 
primaire non contenu parmi les nombres A, B, GC, ..., L. 

Soient p, a, b,c,.., les normes des nombres 
ER li 

La norme de M est a*bôeT... P, 

Si M est divisible par P, la norme de M est divisible par p. 

La norme d’un nombre complexe cubique est soit un 
nombre premier réel de la forme Gn + 1 (7, 13, 19, ...), soit 
le carré d’un nombre premier réel de la forme 37 —1 
(4300, 21,880); 01 ENT 

p sera donc nécessairement égal à l’une des normes a, 
DCE: 

Supposons p — &. Si nous observons que deux nombres 
complexes imaginaires conjuguës m7 + no, m+np? sont 
simultanément primaires, comme P et A sont, par hypo- 


thèse, des nombres premiers complexes cubiques primaires : 


non identiques, P et À sont nécessairement imaginaires con- 
juguës (n® 8 et 6). Donc p — « est un nombre premier réel 
de la forme Gr +1 [onna pas p = 3, car 1 — p® = 2 +pest 
associé de (1— 2), p = a n’est pas le carré d’un nombre 





premier. 

Soit donc 

A =r+sp, PEETERNTE 
On a 
AT ES —S$S0 21 s NT SpE) 
ou 
A=or—Ss (modP). 
Donc 


M=(2r—5s)*BPCT:.. TL? (mod P ). 


Nous supposons M divisible par P. 
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Donc (2r — s)ÿBÉCY... L} sera divisible par P. 

Sa norme (27 — s)*b6ct...l sera donc divisible par 
D rs + s°. | 

Comme ni r nis ne sont divisibles par p, identité 


hkp=(2r —s) + 35 


nous montre que 27 — s n'est pas divisible par p. 
p devrait donc être identique à l’un des autres nombres b, 
D soit, par exémple, p — b. 
On en conclurait 
B=—7r+5s0 ou BR RSs0 


c'est-à-dire 
BA ou B — P. 


L'une et l’autre conclusion sont inadmissibles. 

Donc le théorème est démontré. 

De ce théorème on déduirait, comme dans le cas des 
nombres naturels, que la décomposition en facteurs premiers 
complexes cubiques primaires n’est possible que d’une façon. 


8. Relativement à un module complexe cubique donné, 
m = a + bp, dont la norme est a? — ab + b?= p, et pour 
lequel a et b sont des nombres premiers entre eux, tout 
nombre entier complexe cubique sera congru à un nombre, 
D nsculdelasurlte O0, 1,2, ..., p — 1. 


En effet : 


1. a et b étant premiers entre eux, il existe des nombres 
entiers & et 5 tels que l’on ait 


aa + bB —=1. 
Remarquons alors que l’on a 
p—2b—{(x+bB)a+ m(ax+f$6+ ao). 


Soit maintenant À + Bo un nombre complexe cubique 
quelconque. 
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On aura 
A+Bp—A+[ab—(ax+fBja]B+m[(x+6)B+axBol]. 


Soit le reste minimum positif de À + [xb—(x+6)a|B 
suivant le module 


p=(a+bp)(a+ bp?) —(a+ bp?)m. 
On a 


A+fab—(a+6)alB=2k+ kp= + km(a + bp?). 
Donc 


A+Bp—=h+m{k(a+ bo) +(ax+6+axp)B] 


ou 
A+Bo=h (mod). 


2. Toutes les fois que les deux nombres réels k et 
sont congrus suivant le module m—=a+bo à un même 
nombre complexe cubique, ils sont aussi congrus suivant 
la norme p de m. 


En effet, posons 


R — hk'= m(c + dp°) (m—a+bs), 
d’où 
(hA—k)(a+ bp?) = p(c + dp?). 


On a, par suite, 
(A— k')a= pc, (A—k)b= pd. 
Comme aa + bB— 1, il vient 


h—h'—=p(ca + dB). 
Donc 
h = (modp). 


C’est pourquoi, si 2 et L' ne sont pas égaux, ils ne peuvent 
être simultanément contenus dans la suite 0,1,2,..., p — 1. 
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9. St l’on prend pour module complexe cubique, 
m—=a+bo, un nombre dont la norme est p— a? — ab + b*? 
et pour lequel a et b ne sont pas premiers entre eux, mais 
admettent le plus grand commun diviseur À (on pourra 
supposer que À est un nombre naturel), #n nombre complexe 
cubique quelconque sera congru au reste x + y1 tel que x 


SOIDlundes nombres Oo, I, 2, 3, ..., . — 1, et y l’un des 
i: 


nombres Oo, 1, 2, ..., À —1, et ce reste sera le seul entre 
les p restes de la même forme auquel puisse être congru 
le nombre complexe cubique considéré. 


1. Soient « et 6 des nombres entiers relatifs tels que l’on 
ait 
aa + Bb —). 
Alors on aura 


Âp=ab—(a+f$)a+ m(ax+f$ + ap) (n° 8). 
Soit À + B2 le nombre complexe cubique proposé. 


Appelons Y le reste minimum positif de B suivant le mo- 
dule À, et x le reste minimum positif de 


A+lab—(x CNE ee 








On pourra poser 


RSR ER Pr, 





A+[æab—(x+6)al] 


Ar? 


| pe 
k+ (a+ 8)a — 46] si 





ou 


A—x+ (B—y)e= L4k+(B Atos (er ESS 


ou 


Pr a [io+(a+Bja—abl],. 


AHBp—(r+yp)=—+ 


ou 


A+ Bp—(x+ye) — 


a bo?\mk BE Y 2 
Me APSURE 45 —Lm(a + B+ a). 


À 
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Donc 
A+Bp=x+yo (mod m). 


2. Supposons que les deux nombres æ + yp, æ'+ y'p 
soient congrus suivant le module 77 à un même nombre 
complexe cubique, et, par conséquent, congrus entre eux 
(mod). Ils seront, par suite, congrus entre eux (mod). 


Donc on aura 
Y= y’ (mod À). 


De là suit que, si y et y’ sont supposés tous les deux contenus 
dans la suite 0, 1, 2, ..., À — 1, 1l faudra que l’on ait 


, = y! 
Mais alors on aura 


L= LT) v, (mods 


Tr = 


æ — x’ sera divisible par m. Donc le nombre - — qui est 





. TRS (4 
entier, sera divisible par = + +6. 


rm à PAU 2 1 od(£ b 
En ce moOcC \ PR . 


À HD x | ù 
Mais, comme 7; sont des nombres premiers entre eux, 1l 


On aura 


suit de la deuxième partie du théorème précédent (n° 8) 


T2 ‘ee a b 0. 
QUE Et divisible par la norme de Dar c'est-à-dire 


) ; he ÉD : 
par D de sorte que x — x’ est divisible par Le Donc, si & 
et x’ sont tous les deux contenus dans la suite o, 1, 


D , . 
— — 1, On aura nécessairement 


LUS 


Les restes & + oy, x’ + oy' sont donc identiques. 
À ce cas, d’ailleurs, on peut rapporter soit le cas b = 0, 
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À = Æ à, soit le cas a = 0, À — + b. On a alors 


LE 
5 — À. 


10. Les démonstrations qui précèdent sont, pour la plu- 
part, calquées sur les démonstrations analogues faites par 
Gauss dans sa théorie des nombres entiers complexes de la 
forme a+ br (2° Mémoire sur les restes biquadratiques, 
Œuvres, t. Il). 

Ces préliminaires posés, le lecteur est en mesure de lire le 
Mémoire d'Eisenstein sur la loi de réciprocité pour le cas des 
nombres complexes entiers cubiques (J. de Crelle, 1. 27, 
p. 289), et le Mémoire de Stieltjes sur le même sujet 
(Annales de la Facullé des Sciences de Toulouse, 1897). 

J'adopte, dans ce qui va suivre, les notations de ces deux 
auteurs. Je vais démontrer quelques propositions énoncées 
dans le Mémoire de Stieltjes, sans démonstration (n° 55). 
Les modules que je considère sont toujours, par hypothèse, 
des nombres premiers. 


A1. Soit Q un nombre premier de la forme 67 — 1. 


On a 


l , 
Do meer (E1SENSTEIN, loc. cit.). 
a + bp Q 


an ir. AS 
Si l’on a a—=0o (modQ), comme | à — 1 (EISENSTEIN, 
= in 


loc. Gite), 


£ ee 
ASE cs a ne Fe pr Here D°n. 
a+ bp] Q L 


On peut donc dire : 
Gr — 1 étant premier, ainsi que «(67 —1)+bp,ona 


On —:1 L 
= | —=0"". 
_a(ôn—1)+bpo | 


10 QUELQUES DÉMONSTRATIONS RELATIVES 
492. Soit P = G6n + 1 un nombre premier : 


P—(M+No)(M+Ne?), 
SEP ANRMNET:ES2D 
a+bol © 1 


me à : 40) 1 
Si l’on a a—0o(modP}), comme | F | = 1; HANISN 


P D D D 2 1 | 
———|—=|= =ls—— © [= —=p"—=p". 
a+bp P M + Np M + Np° Î 


On peut dire : 
Gn +1 étant premier réel et &«(6n +1) + bp étant un 
module complexe cubique premier, on a 











Gn+i1 nee 
a(6n+i)+bp] 


15. Sib—0o(modQ), Q étant un nombre premier de la 
forme Gr —1,ona 


QT © 72 NPr0rleTe ee 
a + bp La+B6Qo]l Q “41.018 
De même, si b=0o (modP), P étant un nombre premier 
de la forme 67 +1,ona 


| Pa P = 11246 Pp1 PRESS 
La+bp] lle. # 1 = (FI 
14. Sib—sa(modQ), 


LS Je fes e]=fa) pe 


Or 























= || 


3 (Q— 1)= 2 (Q +1) (Q — 1) =an(Q —1), 


G+ap}r= (3). 


| à | A Vs LS ais » | # Fri da ik Frs À À 
+ Ê 2. + L Li : ù Ç rs “4 # + è ; 
| Lay 4 ne r. : Et 
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44 Mais 
(— 3)" (Q—tz=r1 (modQ) (théorème de Fermat ); 


_ done, sit b=2a(modQ), Q appartient à la classe A. 


Le: 45. Soit b—=2a(modP}), P étant un nombre premier de 
_ laformeG6n +1: 


P=6n+i=(p+vp)(n + vp?), 


P na she Bail Lit2p 
Arles. P Re à | | P 
5|=| a || | =: (voir EISsENSTEIN, loc. cit.); 

P B + vp J LH + vp° 

#4 [ P ESSAI ee | 
—_. Va+op) LP JLa+wlle+ve ue 
 GHapP=i +40 + pi + pt + hp —=—3, 


P _[—3—6p] SP) . 
nel=| Be + vp = Fr AO en À 


Or 























és HR 9 + 36p + 36p?— — 27, 
2 C 
D'autre part, on sait que —3 est reste quadratique 
 deP=6n+1; on a donc 
— 3 = «?, (— 3)" = af — al 1 (modP). 
Bref, P appartient à la classe À [mod(a + bo)]. 


0 _ Des deux propriétés des n% 1# et 15, et de ce fait si 
_p=a@—ab+bona 


= kp={(2a— bb} + 3b?, 
UNIV. DE LyoN. — LE VAVASSEUR. 2 


à 
ét.) 
CE 


CIN el 5 Yon PL". 
| F4 ' é SE > os CE be 
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de sorte que 3 ne divise pas a — b, Stielljes a conclu (loc. ct.) 
que tous les facteurs premiers 1e 20 VE! (24 24 b) lui- 
méme sont restes cubiques de P: 


46. Soit Q un nombre premier de la forme 67 — tr. 
J'envisage toujours un module complexe cubique pre- 


mier @ + bo. 


St, pour a—=0 (modQ), Q appartient à la classe À, 
Q appartient aussi à la classe À lorsque b = a, ou lorsque 


b= — a(modQ ). 


En effet, si, pour a=0 (modQ), Q apparüent à À, alors 
(n° A1)n —3v, et lon a 


(Tu TS 


1€ 


Si b=a(modQ), 











Mais 
A 
FES 
donc 
Q APT D TRE 511) 
rer ele 
Or | 
L 3 
7 (Q—1)= 3 (Q+1)(Q —1) =6Y(Q—1) 
et 


(Ep) ee 0 Ep, (LA D) TES DES 


donc Q appartient à la classe À [mod(a + bo)]. 
S10=— a (modQ), 


re, 


Gp 2p Kp= spas) eme 





LA T ss % PA L fps % te” _ 58e “ £= F2: 
or > : Lie 2 
ea x] ; - 3 ; r- | L ; 
A Lt A LA THEORIE DES NOMBRES ENTIERS. 19: 
Mais 


(théorème de Fermat ); 


Mer) Tr, © (mod) 
| É _ donc Q appartient à la classe A. 
17. Si, pour a—=0 (modQ), Q appartient à la classe B, 
Q appartient à la classe C lorsque b=a ou lorsque b=— a 
(modQ ). 
ecEn effet, si pour a—=0 (modQ), Q appartient à B, on a 
(n° 11) 


de (mods), nr — 2 + 3v, Q—12 +18 —1—18% +11, 


RQ +1) =6v+ 4 —2(3v+ 2), Q—1—2(9v +5). 
Sib=a(modQ), 


” L 0 PC Ep) Men Pie 0 lee. L 03 1) 
El --e 


NU Q 
tone 


mn: PE —— paire p°; 









done Q appartient à la classe C. 


Sib=— a(modQ), 


EI t 
NP Q Ce 
; 72 ue DR St (— JR HAE 


D'ailleurs on a 


LME AR CTT ESP TTS (modQ); 
donc Q appartient à la classe C. 
Le A8. Si, pour a—0o (modQ), Q appartient à la classe C, 


D Q appartient à la classe B lorsque b—a ou lorsque b—— à 
+4 (modQ). 


D 
à 
% 
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TS 


En effet, si, PORTE 0 (modQ), ù appartient à C, or on à 
(n° 11). | 
n=1 (mod), Pr Q—18v+5, C 


3(Q+1)=2(8v+1), Q—1—2(gv+ a). 
Si b—= a (modQ), 


| rt rh 


a + bp 


(e- p }*(3V+1)(8v+2) Le p?(3v+1)(9V-+2) — Le p; 


donc Q appartient à la classe B. ne. 


Si b= — a (modQ ), 


rent (— 39 )8V+ 0-1), 


Mais | no 
(— 3)5Y+0(Q—-lZ7r (modQ) ; 
donc 
G—pÿ" 7 =p  (modQ) 
Q appartient à B. 


49. Il nous reste à démontrer les mêmes théorèmes dans 
le cas d’un nombre premier, P, de la forme 67 + 1. à 
Alors 


rs |=r" si LR | (e 92 


Si pour a=0 (modP), P appartient à À, 


le 5 IC Pis +i= (a Bphtes Fe) 








Ù à 4 nr 2 “7 CAS Le) 
Ts DSP MERS de ” pite PP » 
FES NES : PAR UNS De Ur PR à = 

27 pee ’ è : 

= Æ\ sé 22 A 

E, A LA THÉORIE DES NOMBRES ENTIERS. | 21 

Sr = G(modP ), 
| Lac Lo) 
a bp] l’ 

Eu. _[i+o1 tr] + p É | 
4 A sr 4 DO career re NBC suc |9 
be @ + Bp | La + Bp° a + Bp 


Pr 2 p= pt, QHp)p=itp?, 


1 
Lei AU PR ETS, 
<< donc P appartient à A. 
._  Sib=-a(modP), 


CE 


48 É P JEUN per 
LE 6p | P a) P re a + Go 
== Gear)" 2 sv p?)5 


œ + Bp. 
Ur Spies CASE (ESA 


Or, —3 est reste quadratique de P. 
D Soit 


TEE (modP), (— 3) = m'8#—ml-i=;r (modP); 


donc P appartient à la classe A. 


20. Si, pour a —=0 (modP), P appartient à B, 


Dre NE 
P—(a+ Gp)(x+ 60?) 18% +7. 


Sib=a (modP), 


: = 2 SUP 2 \2(3Y+1)-— +2; 
= +0) = (1+ p°) =”; 


donc P appartient à la classe C. 


TN TRE ete Dent 


+ ire 
ART 








& à 4 - - 4 : fe SE 
dl $ ! : PE pt din : 14 à ss » à +# .…. 
; k RE € at Fe LATE 
de fs ee | ee #4) À 
22 | | QUELQUES DÉMONSTRATIONS RELATIVES ES 
où b—=— a(modP}, | SQL 
n | 13 CE 
= (3(1— | É 
É- + == ( ( æ Lu | Fa 


_— (301 — g HN D — 320V+D (— 3)5%#1p 3 — = (at 


PAIE OT REX: 


— 3 est reste quadratique de P. 
Donc, si — 3—7#° (modP), 


(— 3) 40 = mP—1= (modP);. 


donc P appartient à la classe C. 


21. Si, pour a—o(modP), P appartient à te 
ROVER 


P— {a+ 8Bp) (ar p£6p Ut 
Si b= a (modP), 


P 2 (P—1) | | n 
| | = (+) = (1+p? CETTE à 


done P appartient à la classe B. 
Sib=-—1a (modP);" 


| =(sGi—p)) = (— 3puw+00, | M 


a + bp 


Mais | | 
P—18» +13 —=60 +1, 


—_ 3 est reste quadratique de P. 
Si — 3=m° (modP), 


(— 349 mP—i=r  (modP); 


done P appartient à la classe B. 


2 © OC —— 
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© QUELQUES GROUPES D'ORDRE FINI 


1. Groupes cycliques d'ordre p, p étant premier. — 
Soit le groupe G,, d'ordre p, p étant premier. 
Il a pour équation de définition 


APE: 


_ Il y a une seule opération génératrice, l'opération a, 
Lu 2 l 

d'ordre p. 

0 


_ Le groupe régulier de substitutions correspondant sera 
engendré par la substitution 


Grs 2, CERIOE 


nr | 3 La Table de multiplication sera (‘) 


+ CS CNE ES SA ARE 
aPp—1 I CRE Pr? 


MR EN ABS NAT LES 


a RTS QE US 1 


_  (*) Voir le Mémoire publié en 1904, Annales de l'Université de Lyon 
| (fase. 45). 
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Soient a”, a deux opérations quelconques du groupe. 


On a 


arab — ait. 


L’exposant de & est un nombre entier pris suivant le 
module P: 
Telle est la loi de multuplication. 


J'en déduis 
} 15 
DES ETES T0 CN 


symbole qui représentera clairement chaque opération. 

Il y a, dans le gronpe ‘a!, p — 1 opérations d'ordre p. 

Il y a deux sous-groupes, le groupe lui-même et le groupe 
formé de l’opération identique. Le groupe G, est un groupe 
simple. 

Chaque opération de G, est conjuguée d'elle-même. 

Le groupe des isomorphismes cogrédiénts se réduit à lopé- 
ralion identique, comme pour tout groupe abélien. 

Cherchons le groupe total des isomorphismes. 

On pourra prendre comme opération génératrice l’une 
quelconque des (p — 1) opérations d'ordre p. 

De là, p — 1 isomorphismes : 


ET 
n=( à) (AT INDES 


Ainsi le groupe total des isomorphismes est d'ordre p — 1. 


On a 


Pour qu'on ait b?= 1, il faut 


Â%= 1 (mod p),. 





à 
} 
É 
- 
: 
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Or, nous pouvons supposer que À appartient à l’exposant 
p —1(modp). Alors b, est d'ordre p — 1. 
Le groupe des isomorphismes est donc un groupe cyclique 


d'ordre p — 1. 


2. Groupes cycliques d'ordre quelconque n. — Soit G, 
le groupe cyclique d'ordre #, n étant un nombre entier quel- 
conque. Îl a, pour unique équation de définition, 


55 des 


Il n'a qu'une seule opération génératrice, l'opération à, 

d'ordre 7. Mais on peut trouver d’autres modes de géné- 
Ï 5 

ration, comme nous le verrons tout à l'heure. 

Le groupe régulier correspondant sera engendré par la 

o 5 [ o 

SHBSHEUTION (1, 2,...,7). 

La Table de multiplication est 


I CC TR RCE | 
ai I DR D UT? 
an—2 at! I vs a!—3 

a a? a I 


Ce n’est pas. d’ailleurs, la seule manière de l'écrire, comme 
1 1 ) 
nous le verrons plus tard. 


On a 


AT À M 7 FO à 


; ae 
ES cer Rs PS DR RTS P 


Les exposants sont pris suivant le module . 


ou. 


5. Il ya, dans le groupe | a!, 5(d) opérations d'ordre W; 
d représente l’un quelconque des diviseurs de #3; 2(4) est le 
nombre des entiers inférieurs à d et premiers avec d. [On 


suppose o(1) —1.| 
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Comme on a 
n— Z2op(d), 


le signe È s'étendant à tous les diviseurs de 7, on voit qu'il 
n’y a qu’un sous-groupe d'ordre d; ce sous-groupe sera un 
sous-groupe cyclique. 

On a ainsi tous les sous-groupes du groupe cyclique con- 
sidéré. 

Ainsi, un groupe cyclique n’admet que des sous-groupes 
cycliques; il y à autant de sous groupes que » admet de 
diviseurs. 

Soit « un nombre premier avec  : les seuls isomorphismes 
possibles sont de la forme 


a? 
Az ) (DEN 29 EEE 


5 étant un nombre premier avec », on a 
AuAg— ABAa— Aug: 
Or les nombres entiers premiers avec z el pris suivant le 
module » forment un groupe F, d'ordre &(n). 
Donc, le groupe des isomorphismes A, sera d'ordre o(n) 


et simplement isomorphe avec le groupe F. Ce sera donc un 
groupe abélien. 


4. Si nest de la forme p”, p étant premier impair, il exis- 
tera un nombre entier À, appartenant à l’exposant 
o(p") = pl (p — 1) (mod p'!). 


Alors le groupe des isomorphismes sera un groupe cyclique. 


5. Soient 
OL à PCR A LP 


les facteurs 72,, m,, ..., m, étant premiers entre eux deux 
à deux. 














RENE ere 
es. Le! RTE RRNRT SRE PTS Ur + 
r L € es _" «) Fou À y * Ve le 
À 2: ir AR” ve HT 2 2 +4 
# b À FT. pe à UT ME à RE 
" Fr Y AA CN US. 27 el) RES Fi 
Mes FRA Tr LE 
072 sa 
‘Wa e : Must Mes L } : . + : £ G ci 
‘AC RE D ORDRE FINI. 29 x 
à 


L7On pourra, pour engendrer le groupe, prendre r opé- 
_ rations, savoir : l’une quelconque des $(»1,) opérations 
d'ordre »,, l'une quelconque des 9(m,) opérations d’ordre 
ALT ..…, l’une quelconque dés o(m,) opérations d'ordre /n,. 


| 6. ue Soit 


I a ENS EAN 
Ce RO TRES NE ULRETS 


A — at? an! I M — ame 


a a? a I 
Alors 
I a ad re 


2 = ea 
Aa ae 8 7 One LE 2 Or PM Tune 


a” anti a+? Cr a —1 


I a a? HE 
nm 
OR tn anti 0 A TUE 
ar 1} anti — a autre HN ÈtES | O0 


L nir—1) À 
1) ! an—1(an—1) (anti a)(arr?— a?)...(a?r—2— an?) 


À — (— 1)#—1 (ant 





RE : À — (1 ae an yrT 


% 7. Cas particulier : G}. — Ici le groupe sera nécessaire- 
. ment engendré par une seule opération, &, d'ordre p°. On à 
DR : A; Ge 19 

DEL" 


comme unique équation de définition. 
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Le groupe régulier correspondant sera engendré par l’opé- 
ration (T5 230560, D): 

Les opérations sont a} (l’exposant À est pris suivant le 
module p*°). 

a* est d'ordre p° si À est premier avec p : cela donne 


BCD PIED EN 


opérations d'ordre De 
On a 


opérations d'ordre p, savoir : &? (À premier avec p). 

Il y a trois sous-groupes : l’un est composé de l’opération 
identique; l’autre est d'ordre p, c'est ;a?}. Le troisième est 
le groupe donné | a. 

Chaque opération est conjuguée d'elle-même, chaque sous- 
groupe est conjugué de fui-même. 

Le groupe des isomorphismes est un groupe cyclique 
d'ordre p(p—1), (Gp). I est composé des isomor- 


phism es 
az 


a 
Nyse ( ) (x premier avec p). 


Si & apparent à l'exposant p(p — 1) (modp*), À, engen- 
drera tout le groupe des isomorphismes. 





Remarque. — Soit 
BTP CRE PRES PEU PA 
CE 
AUDE la A EP EIRE CRE 
alors 
A GE DEEE TB PO TR IC ES 


En paruculer, 
APE 


(A étant un ensemble d'opérations, B un autre ensemble 
d'opérauons; AB est l’ensemble des opérations distinctes 
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obtenues en multipliant une opération de A par une opéra- 
uon de B). 
(Si À est un groupe, on a A°— A.) 


8. Groupe (G,).— Les équations de définition sont 


HER DO ET, dû ba 


Il y a deux opérations génératrices, a et b, toutes deux 
d'ordre p. 

Il est impossible de concevoir que le groupe soit engendré 
autrement. 

Le groupe régulier de substitutions isomorphe à (GG, )* sera 
engendré par les deux substitutions 


P 
a À s (Th1Tho. = LChp); 


Hi) 
P 
ÉTRER 
K=1 
ou 
1 /e : h k 
ones à b— É 
h+a k SRE 
( hi k 
GPU 
\h+a K+ 5 


[2 et À étant pris (mod p)|. 

Toutes les opérations sont d'ordre p (sauf l’opération 
identique ). 

Il y a donc p*— 1 opérations d'ordre p. 


Posons 
Ain oh Ah 
ph A TS 
P 12 D 1.A 
Ah —- : 
oh 3h dif 
7 tt d31 — à, #j, = >”; Hs 2e Tire die 
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La Table de multiplication sera 


A; A, Le. 
A AN ALe, 
| À, À ; À, | 


À, représente le groupe ; a | : 


‘La, | La EN Au-<\,; Voie 
A1} 0 Af—=}a}, A% ha FOIE 


Si l’on a 
a(h—1)—=#k—: (modp), 
Ar A; 


donc 
AG — A iyoth--1) 


9. Loi de multiplication : 


at bY al Dh — a+} prb. 


He bY 
a À pu — 2 ; 
ax+h  pY+t 


x et y sont des nombres entiers pris suivant le module P: 


D'où 


40. Nous avons dit quil avait D?—p opérations 
Ï 5. P P P 


d'ordre p. 

Chaque groupe cyclique d'ordre p en contient (p — 1). 

Il en résulte qu'il y a p+r sous-groupes cycliques 
d'ordre p, savoir : 


V2 lan { | 21 \ EULA 


N 


En comptant l'opération identique G, et le groupe (G, )?, : 


cela fait p + 3 groupes, en tout. 
Toute opération est conjuguée d’elle-même. 
Tout sous-groupe est conjugué de lui-même. 


A1. Étude du groupe desisomorphismes de (G,). — Le 
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groupe des isomorphismes de (G, }* est simplement isomorphe 
avec le groupe G formé des subsututions | 4x + By, + 07] 
où æ&, B, y, à sont des entiers pris suivant le module p, avec 
l'unique condition que xù — By soit incongru à zéro (mod p). 

On peut avoir l’ordre du groupe G comme il suit : 

Soient a et b deux opérations génératrices du groupe (G,,)°. 
On obtiendra tous les isomorphismes de (G;}? en rempla- 
çant & par l’une quelconque des p?— 1 opérations‘ d'ordre p 
de (G,)°. Soit a’ l'opération choisie; il faudra ensuité rem- 
placer D par l’une quelconque des p° — p opérations d'érdrep 
n'appartenant pas au groupe | a’!. 

Il y a donc en tout (p? — 1)(p° — p) isomorphismes. 


12. Considérons la substitution [ax + By, y +èy|. 
L'’isomorphisme correspondant transforme al? en 


atx+Br bYx+dr. 
Nous pouvons chercher les sous-groupes d'ordre P tel que 


l’isomorphisme transforme chacun d’eux en lui-même. 
Cela revient à résoudre les congruences simultanées 


ax +By=cx 


; (mod p). 
1? +0y=5y 
5 doit être racine de la congruence 
LS 5 
Lio) > 10 (mod p). 
7 : Oo — GC 


Nous avons quatre cas à considérer. 


15. Premier cas. — Tous les premiers mineurs du déter- 
minant À (5) sont nuls. Ceci donne 


a Sr lee 
CIN 0, h = 7 = 0: 


Les substitutions correspondantes | 2x, 2y| sont dites 
substitutions stngulières. 


Univ. DE Eyon. — EE VAVASSEUR. 3 
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Si l'on suppose que x appartient à lexposant p —1 
(mod p), la substitution | ax, &«y| est d'ordre p —:1; elle 
engendre le groupe des substitutions singulières, groupe 
cyclique d'ordre p — 1. | 


14. Il est aisé de voir que toute substitution singulière est 
conjuguée d'elle-même dans le groupe (x. 
Soit d’ailleurs 


t—=|ax + by, cx + dy|, 
s—|lax+by, yx+dy|. 
£crivons qu'on a st — {s, quelle que soit la substitution £ : 


st—|a(axz+f$By)+b(yx+ôy), c(ax +By)+ d(yx+0n}l, 
is —|a(ax + by) + 86 (cx + dy), y(ax + by)+ d(cx + dy)|: 


On a donc 





aa+by=aa+fc 


| D —= à b + 
aB+bo=ab+fd CA OO 





ca+dy=7ya+ôc 
cB+dy=;ya+od 


Ces congruences devant être vérifiées quels que soient a, 
b,c,d,ona 


B= 0, y=0; t—0 (mod p}. 


On voit donc que le groupe des substitutions singulières 
est aussi le groupe des substitutions conjuguées d’elles- 


mèmes. 


15. Deuxième cas. — La congruence A(5)—=0o(modp) 
admet deux racines disunctes. 

Il existe deux sous-groupes | a}, | b\, que lisomorphisme 
correspondant transforme chacun en lui-même. 
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L 22 
-T 


Cet isomorphisme est donc le suivant : 
CEE D 
É. y8) 
I remplace ab par a br, 
La substitution correspondante est donc (ax, By). 


IL y a (p — 1)? substitutions (ax, 6y). Parmi elles figurent 
les p — 1 substitutions singulières. 

Ces (p — 1}? substitutions (ax, y) constituent un sous- 
groupe H de G. 

ME Ro La RE I 

Soit K le groupe des substitutions singulières : = est 


K 
d'ordre p — 1. 


1: : NTM cer ms 
D'ailleurs (ax, 5y)= (ax, 2y)(æ, Er): 
[à 
Prenons pour = un nombre appartenant à l’exposant 


À H : 
p —1 (mod p); on voit que le groupe & est cyclique. 


16. Comme il y a p + 1 sous-groupes d'ordre p et qu’on 
peut choisir arbitrairement les deux sous-groupes que Piso- 
morphisme transformera chacun en lui-même, on aura 

I \9 
donc = p(p + 1)sous-groupes H, d'ordre (p — 1)°, contenant 


le groupe K des substitutions singulières. 


47. Soit 
SCA 0) 
Selon), 


b == (ax + by, cx + dy). 


« 


icrivons qu'on a sl = (S' : 


st —=(aazxz+bBy,c ax+dBy), 


ts —{(a'ax + x'by,G'cx + B'dy); 


d'où 
a(x—x")= 0, bÇx —P)=0 ) 
4. Ni (mod p). 
c(xæ — B')= 0, d(B — B')=0 | 
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On peut donc, ou bien supposer 
b=c=o, a = @/, 6 = 6 (mod p); 
alors 4—(ax, dy) fait partie du groupe H; ou bien faire 
a=d=0, a = f, ax'= (mod p); 
alors 
t—(by, ax). 
Mais = (ab, aby) est une substitution singulière. 
p \F | ardra - 2 
Le groupe | H, £ | est donc d'ordre 2(p — 19°. 
Le nombre des groupes IT conjugués les uns des autres 
dans le groupe G est donc 


CPAS LD 0) (ASE 
2(pP—1)? Fe 


P(P+Hi).. 


e ro 27 I 
Or, 1l y a précisément — p(p + 1) sous-groupes EE. 
I . 
Donc : les — p(p + 1) sous-groupes FT forment une suite 


complète unique de sous-groupes conjugués. 

Chaque groupe donne(p — 1) —(p—1)=(p—1)(p — 2} 
substitutions non singulières. Donc, en tout, nous aurons 
ainsi 


= PP +3)(p —1)(p— 2) 


substitutions non-encore énumérées. 


48. Troisième cas. -— La congruence A(5)=0o a une 


racine double, mais tous les mineurs du déterminant A(s)ne 
sont pas nuls. 
On a 
(x+d) = (ad — By) (mod p). 
L'isomorphisme correspondant transforme en lui-même 
un seul sous-groupe d'ordre p. 
Soit ; a | ce sous-groupe. 


- Mi 


ER 
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es 
SI 


L'isomorphisme sera de la forme 


a D 
Al ab LÈ 


Il transforme a” en a*%+br Dr, 
La substitution correspondante est donc (ax + By, èy). 
Les substitutions de cette forme constituent un groupe, car 


on à 
(ax +6y, 0y)(x'x +87, d'y)=la' (ar +By)+6'ôy,d'éy], 
= [ax!x+(Ba+ 05) y,00y]. 
Dans ce groupe, les substitutions cherchées sont celles pour 
lesquelles on a 
(a+ d) = 4 aù ou œ —10 (mod p). 
Ce sont donc les substitutions (ax -+By,2y). 
« peut prendre les valeurs 1, 2, ..., p—1; 6 les valeurs o, 


1,2,...,p — 1. Elles sont donc en nombre p(p — 1). Elles 
conuiennent les substitutions singulières. 


419. Soit 


Mia r EOyiay), 

(ax + ay + Bay, y)=(xr + 2a67y,xy), 

h(ar EBy)+2a By, axy]=(ax + 326 y, ay). 
D'une façon générale, 


SB— (alx + pat 16 y, x y), 


S'il ne s’agit pas d’une substitution singulière, c’est-à-dire si 


l’on suppose 5 0, comme s/=(ax, x y), s? est la première 
puissance de s qui fasse partie du groupe K des substitutions 
singulières. 


20. Les substitutions (4x + 6y, xy) forment un groupe! 
contenant le groupe K. 
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On a 


AUX — ab CAL +€ ; 
(ax + $y,ay)(ax + by,cx + a)=( PY 5) ) 


+ bay + da 
lax+a'by ax'cx+a'd 
(ax +by,cx +dy)(ax'x+6'y,xy)— CAT k. fl ”) 


Donc, pour qu’une substitution {=(ax + by, cx + dy) 
soit permutable avec le groupe [, il faut 


aa=aa+ cf 
aB+ba=ba + dif 


mod p). 
Cac À P) 
cô+da=da 


L'hypothèse c<o entraine «= L 8=0, 8 —=0; la sub- 
sutution { n’est donc te qu'avec le groupe K des 
substilutions singulières. 

Donc il faut qu’on ait c= 0. 

Les congruences précédentes deviennent 





a(æa—a')=0, 
ab +b(a— ax) = df, 


d(a— x) =0o. 


On a, nécessairement, ad = 0. 
Donc 
a = «/, d8'= af (mod p). 


Aïnsi les subslitutions (ax + by,dy )sont permutables avec 
le groupe 1. | 

Elles sont en nombre p (p — 1)*, puisque b peut prendre 
toutes les valeurs entières (mod p), tandis que a et d sont 
simplement assujettis l’un et l’autre à n'être pas nuls (mod p). 

Le nombre des groupes [ transformés les uns des autres 
est donc 


(PAIE ND) ÉNACESERE CESSE 


- = D un 
1H CRT) Pp(p—1} $ 
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Or, 1 y a justement p + 1 sous-groupes [, car chacun d’eux 
est caractérisé par ce fait qu'un des p +1 sous-groupes 
d'ordre p de (G,)° est transformé en lui-même. 

Donc les p +1 sous-groupes I, d'ordre p(p—:1), qui 
contiennent tous le groupe K des substitutions singulières, 
forment une suite complète unique de sous-groupes con- 
Jugués. 

Chaque sous-groupe [donne p(p —1)—(p-—1)=(p —1}? 
substitutions non encore énumérées, ce qui donne un total de 
(p +1)(p — 1)° substitutions non encore énumérées. 


1.5 M Quatrième cas. — Restent enfin les substitutions telles 
que la congruence caractéristique 


A(c)= SITE p = 0 (mod p) 
fi 


soit irréductible. 
Nous pouvons toujours supposer que l’isomorphisme trans- 
forme le sous-groupe | a! en le sous-groupe | D}, puis le sous- 
| | { Ô | 
groupe | ben |aÿb°|. 
L’isomorphisme transforme alors 


ax by en be ar DÔY — ar br+r, 
Par suite, à l’isomorphisme répond la substitution 
CÉRITEE dP 


La congruence caractéristique est 


—d05—5=o {mod p}. 








Prenons comme congruence fondamentale la congruence 
f(xæ)=0o (mod p), 


f (æ) étant un polynome du deuxième degré, à coefficients 
entiers, irréducuible (mod p). 







* re ? ra ; 2. SR; sd. \ NT CERTA ? Là S 

; os pue ÉL'ELE FE Di ONE ES es 

re Er At SO 

4 FN we 7 
19 PROPRIÉTÉS DE QUELQUES GROUPES D 


Rene alors 7 el JP les racines imaginaires de 1e con 


gruence A(5)=o!mod|p, f(x)|}. On a 
EN D me LS QE 2 cpu D 
Soit d’ailleurs | À 
s = (By +) = [je pe + +) 
On à 


s—[Bzx + Bdy, dr +(B+0)}], 
ou 


S—[— jix — jPH(j Æ jp) y, (j + JP). + (POSER 


ou 
L s RU ah à __ 18P 
(ira né _—. er J'; re Œ TE en = 2 
22. Soit, d’une façon générale, . LES 
; at = (—j A nr JU— JU 
| EEE 23 | peer 
JP — JV? Jet jt Op ) 
| Re D + ———— — 7 |: 
; 0 | énile LT É 
n aura | 
sur — | sr hrs jrs SEE |: ÈS 
— jp+1: 1e AU nr at D ie 
ne ne 1 
; JU — JB? ; : jui jtb+op | 
HER) = D'AUTRE 
| JF ray J) 7240 
ù Mais 


GES JR SE) ANT ST 2. 
PRIRENT on er Ci ont © à = je jun | 4 ec 


LE 
4 


ne 


De sorte que la loi est générale. 


L. 


29. Faisons inter Te 1 appartient à l'expo 
sant (p?°— 1) | mod LP, 1 (x)|4. Pour que soit une substi- 
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_ tution singulière, il faut qu'on ait simultanément 


J= JP, 


mod [p, f (æ)]l. 


 jurur + JP+1 (jui ju Dnp== = 9 


La dernière congruence donne, en tenant compte de la 


première, 
JAI — JEU HE JP pit = 0; 


elle est donc identiquement vérifiée. 





Reste à vérifier la premire : 
P 
F'ANISENRREESREX mod Le; f(æ)lie 


_ Puisqu'on suppose que 7 appartient à l’exposant p?—1 
| mod il sul d ètre égal à 
mod {p, f(x)]!, il en résulte que 1 devra être égal à p +1. 


24. Cherchons, d’ailleurs, le nombre des substitutions à 
congruence irréductible. 

Nous avons trouvé p — 1 substututions singulières. 

Les groupes H ont donné | 


= P(P+1)(p—0 (p — 2) 


autres substitutions, et les groupes I 
CHER LCDE Er)? 


 substitutions nouvelles. 
Le nombre des substitutions à HO Ce irréductible est 
donc 


ra) pp} | p—1 + LOU OPEN +(p+0 (>| 


= (p—1)2 {20 +1) (pp) — 2 — p(p nn (p—2)—2(p?—31)| 


mi 
de rY 
2 


{2 :__ PROPRIÉTÉS DE QUELQUES GROUPES 


DDR 0 D? —2p 2 
+ 2p° | 
A = p$— p= p(p= 1). 
— p$ + pp +2p 


— 2p° 20 


Le nombre des substitutions à à congruence irreducUble est, 


en définitive, 
PAPE 


2 


25. Comptons les congruences irréductubles. 
Il y a p° polynomes du second degré en 5 tels que le cocef- 
ficient de 5? soit égal à 1. Parmi eux il y a p polynomes 


Pb) 
2 


carrés parfaits e polynomes qui, égalés à zéro, ont 


des racines réelles et distinctes. 


PP —1) He D: 
2 vu 2 


Kestent donc p°— p — 


congruences 


irréductibles. | 
Donc à chaque congruence irréductible sont attachées 
p(p — 1) substitutions. 


26. Dans le cas où 7 appartient à l’exposant p°— 
imod{[p, f(x)|}, si l’on considère la substitution 


== [= JP+1y, æ +- (/ + JP)y], 
On a 
JP+2— j(p+2)P \ 


__Nrp? 
sP+i— == (je JP J! T 5 3 
Nbre À: : 


He 
ou 
sP+1 — WWE JETIVE 


Comme y?" EU à l’exposant p — 1/mod|p, f(x)]|, 
on en conclut que 5 appartient à l’exposant p — 1 (mod P). 

s est donc d'ordre p°— 1. 

La subslitution s engendre un groupe qui contient le 
groupe K des substitutions singulières. Le nombre des sub- 
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slilutions de ce groupe autres que les substitutions singulières 
est 
PER ER D (DE 1}: 


27. Soits— (ax + By, yx + Ôy)une substitution à con- 
gruence caractéristique irréductible et supposons que, 7 et 7? 
étant les racines de cette congruence caractéristique, 7 ap- 
partienne à l’exposant p*— 1 mod|p, f(x)||. 

Il existe deux formes linéaires, ux +ey, u'x +vy, à 
coefficients imaginaires de Galois, que s transforme en 


J(ux+vy)et JP(u'x + v'y) respecivement. 


Posons 
L'=UL+VY, p=uiz + ep"), 


et prenons x’ et y’, au lieu de x et de y, comme variables. La 
substitution s devient (7x, jy). 

Alors, les seules substitutions permutables avec s qui ne se 
réduisent pas à une puissance de s sont de la forme (by, cx) 
(voir le deuxième cas); leur carré est une substitution sin- 
gulière. 

Par suite, le groupe des substitutions permutables avec s 
est d'ordre 2(p°— 1). Le nombre des substitutions conju- 
guées de s est donc 


CHAN EPA pp A). 
2(p —1) #4 2 


Par suite, on peut dire qu’il y a =p(p — 1) sous-groupes 
| D. Ress DU SL QUP 
cycliques engendrés chacun par une .substitulion à con- 
gruence caractéristique irréductuble, substitution d'ordre 

o I x , 
p —1,et que ces : P(P — 1) sous-groupes forment une suite 
complète unique de sous-groupes conjugués. 

28. En résumé, le groupe G contient : 


1° Le groupe K des substitutions singulières, groupe cy- 
clique d'ordre p — 1. 


A4 PROPRIÉTÉS DE QUELQUES GROUPES 
I L : es . 
D° > P(P + 1) groupes H contenant chacun le groupe K ; 


chaque groupe I est d'ordre (p —1)*; les substitutions 
correspondantes sont telles que la congruence caractéris- 
tique a deux racines réelles et distinctes. Les groupes H 
forment une suite complète unique de sous-groupes conju- 
gués. 

3° p +1 sous-groupes Î d'ordre p(p — 1) contenant cha- 
cun le groupe K. La congruence caractéristique de chaque 
substitution d’un tel groupe TÏ à une racine double. Les 
groupes Î forment une suite complète de sous-groupes con- 
jJugués. 

4° Enfin, =P(P — 1) groupes cycliques J engendrés cha- 


cun par une substitution d'ordre p? — 1 à congruence carac- 
téristique irréductible. Ces groupes J forment encore une 
suite complète unique de sous-groupes conjugués. 


29. Vérificatio n : 


I J 
PTIT ES P(PH1) (PI) Cp 2 (PSE) CP TO RSS 


= (pa) À [a+ p(p +1) (p—0) + (pt 1) + pp —1)] 


— — LCP EE PERTE REPOS 


RUE [(b+1i)(p—2)+p(p +1] 


PA 


— Rage —2+p)=p(p—1)(p—1)=(p—1) (p=p}. 


90. Exemple : (G,). — Une première manière de définir 
ce groupe consiste à écrire les équations de définition qui 
suivent : 

He 0}, tue tb: 


Le groupe contient alors quatre opérations : 1, @, b, ab. 
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Deux quelconques des trois opérations &, b, ab — c peuvent 
servir d'opérations génératrices. 
On a 


Abe: ee 0: VOA: 
Voici les sous-groupes: [1],[1,@41,[1,0],[1,c{,[1,a,0,c|. 


91. Nous définirons ainsi qu'il suit les opérations à expo- 
sants imaginaires de Galois. 

Considérons le groupe (G,)', p étant un nombre premier. 

Soit f(x) un polynome entier, à coefficients entiers, de 
degré », irréductible suivant le module p. 

Choisissons la congruence f(x)—=0 (mod p) comme con- 
gruence fondamentale. | 

Soit 7 une imaginaire de Galois. 7 sera de la forme 


Li + LT + AL +... + an x, 


Gi, Me, -., ©, élant des nombres entiers pris suivant le mo- 
dule p. 
Le groupe (G,)’ est engendré par x opérations distinctes 
d'ordre p que je désignerai par a,, a, ..., a. 
Je considère une opération unique &. 
Je définis a/ par la formule 4 = a% af... a?". 
De cette façon, toutes les opérations du groupe seront re- 
présentées par les puissances, réelles ou imaginaires, de &. 
On écrira, pour avertir que l'opération est susceptible 
| : ] Î BRL 
d'exposants imaginaires, et pour indiquer en même temps 
5 ) 1 
son ordre p” et la congruence f(x)=—=0 (mod p) qui sert de 
congruence fondamentale, 


APP RT) 


Siret sont deux imaginaires de Galois (a°)/ = a‘, par 


définition. 
Exemple : (G,)*. — Prenons comme congruence fonda- 
mentale 


D° ÉD EI 0 (mod 2). 


"NT | 





40°: PROPRIÉTÉS DE QUELQUES GROUPES 
Le groupe (G, }? pourra être défini par l'équation unique 
a A+ +1) — 14 


soit x une racine de la congruence &° + x +1=0 (mod 2). 
Les quatre nombres de Galois sont 0, 1, x, 1 + x, 


(4 ed RAT: LE ee 1% 7, = GRR RER 
LI= X+L=I, EE 
52. Groupe G,,. — p et q sont deux nombres premiers 


(p> 9), g divise p — 1, x est un nombre appartenant à lex- 
posant g (mod p). 
Les équations de définition sont 


DORE ME ab = baï. 
On a 
ab = bar. 
Donc | 
DH UD 0 OA RE 
akb = bat (À entier et positif). 


Soit x l'associé de « (mod p). 
Faisons 


here a? DE CRE e 


et 
ax b = ba. 


D'autre part, 
ab?= ba*b = b’'a* 


ct, plus généralement, 


A Da 


Donc 
al by = br où, 
Alors 
a? D a D 7 QE BY bb — QX ET Dr, 


. . L2 LA 14 
Telle est la loi de multiplication. En posant 4 = -; on 
œ 





NAS = » n x 3 L' “a Tr 
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pourra représenter le groupe par le symbole 


ax bY 


sent (Ne € ATV C 
aa pY+U GE a "pre 


ax bb — 








D Der D Mia, 2e errditl). 


445 à Opéralions d'ordre donné. — On a 


at bY = bY ax, 


Donc 
CUBE) = a br ar, 
Mais 
OS Dh arr) 
Donc 


RTE Re 


D'une façon géncrale 
O 
Car bY »À == D\Y Ar + AT +. .+ahr) 


ou 
x 1, 


ao 





Supposons Y premier avec 4. Alors &’ est différent de 1. 
Si lon fait À = g, af — 1 est nul (mod p). Donc on à 


(a*bY)1— 1 (y premier avec g). 
On a donc 
o(p) = p — 1 opérations d'ordre p (a*, x premier avec p) 
et 
po2(q)=p(q —1) opérations d'ordre g (a*bY, y premier avec g). 
Il y à un seul sous-groupe cyclique d'ordre p, ja}, et 
p sous-groupes cycliques d'ordre q 


PUR OT EE ee D 


94. Changement d'opérations génératrices. — Posons 


a bi a! | 
: FO 
ne | (1570) 





ft) PROPRIÈTÉS DE QUELQUES GROUPES 


et cherchons à résoudre ces équations par rapport à a el à rs 
On a 





at —1 ax 1 
Jœux(i—x) 
1 - LI + RQ ——— a en TE — 
(UE AS LR Eden rime Ré m2 = met: RARES 
: GRR PS | avt") xs) —1 
QT ——_—— 
D'Y— (al b5 ji D5Y 5h Rp 7 Cds Pat 0 
Donc 
Ur _ À 
œi(1 he 1 par(i-y) À 
ab añ—1 pra x=1197 
ou bien 
à car —1 aTY—1 
RU Re Tr ir ere +par(-y)-hr 
ad: b VTT ee | 


A1 DUXx+6Y, 


Soit d’abord ux + 5y=0o (mod g). 


L’exposant de a devient 


TE Cr 
SANT CS RUES dau Pa es 
. ab—1] x — 1] 
OU 


Ac. 


; 
ct NE DC 


TE 2 


Aa pas 
= | —— — 1— aq PT). 
(+ EE | ) 





55. Posons 


Je dis que « est incongru à zéro (mod p}), si D" n'est pas 


une puissance de a’. 


En effet, 





! = RAR, ! 
CLR DE, DA 0 
On ne doit pas pouvoir déterminer x de façon qu'on ait 
simultanément 
LT = o (mod q) 
él 
À ab 
p= 


— tx 
RTE (1— à ) 


(mod p). 
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Autrement dit, on a 





Àat à 
ee UN à) (mod p), 
ou 
Aab( a — 1) 
p Z£ aa) (mod 1): 
OU 
a° Act 
RÉ (mod p). 
96. Ainsi 
ue x 
az ARE qui ax) 


Soit z un nombre tel que wuz(1 — « "*)==1 (mod p) [on 
pourra se donner + £ 0 (mod g), alors z est déterminé |. 


On aura 
La \ 3 
Te) ; 


: On donnera à x les valeurs 1, 2, ..., g — 1, successive- 
mieneprendrales valeurs z,,3,,...,2, ;. 


On choisira la plus petite (ou l’une des plus petites). 


Ainsi, on a | 
1 


x \ u(l—o4—Px) 
dia 2 bu À 


étant pris (mod p). 


POS CCR at 


Ayant a, 
bu À a". 
Soit 'u—=1 (mod), 
DES LATE 

En partüculier, soit 

dom", bre hr, 

d’où 
(DT LE Ge b 


Univ. DE Lyon. — LE VAVASSEUR, A 


«u à 4 à 4 > LÉ " L Pt ésêr e- se se az 
RCE ji £ Fr ss EE na à a ds ee 
5a PROPRIÉTÉS DE QUELQUES GROUPES 9 12 
On a a | 
A bar ad. 


Comme ab = ba, 


ab b'(a by. 





97. Groupe des isomorphismes cogrédients de Ge 


 Ona 


ab = ba?, abt— "ba, ah bb — bbaït*, a DER 








Donc 
at ba = a are pe, 
Bref, #00 
À ar by 
en 
A+ BI Du 
Puis ‘10 “on 
bb = abri = b aa pu. 
Donc | 
Fe ar by 
; he 
aa bb. 








On peut écrire ces substitutions d’une manière plus ol 
cite, en mettant les cycles en évidence. On a d'abord 
ei ED 

a [if atter  EE R 


h—1 


Ensuite, posons 
PET. 


Les P —1 nombres entiers sont congrus aux G@=1 


DE - 


nombres du Tableau : +7 FSONNNSSS 
EC Hit LES RO POI OL T OP E, 
ais Ait, a x?, PR RE 
Das Le T, da”, re? 2 bte 
La] , . , sd, b4 so r 10 tn SP x , Ü 


2 —1 
ris rs AD) es As AT 
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œ; élant un nombre quelconque non congru (mod p) à aucun 
des nombres des ? premières lignes du Tableau. 





Alors on a 
x —1 g=1 
b — i À Ë j CRUE 0 DER TRAIN DE Ye 
h=0 k=0 
58. Groupe total des isomorphismes. — Un isomor- 
phisme sera de la forme 
a 0 
== 
a, ab 


J transforme ab en a *"“b" et ba en av b'a?*. 


On a donc 
axtU D — a8 D ax 
OU 
a\bY= b'akt, 
Mais 
ab = ba, 
Donc on a 
d'= à (mod p); 
donc 
V = I. 


Les isomorphismes sont donnés par la formule générale 


a b 9 
By & ab} 


À est premier avec p, u est quelconque. 
Le groupe des isomorphismes est donc d'ordre p(p — 1). 
Le groupe des isomorphismes cogrédients est engendré par 
les deux isomorphismes 


Ja; et Ju. 


99. Voyons comment J;, transforme a°l”. 
Elle transforme cette opération en &*(a"b}. 
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Mais 
, 2er 1 
(az bY P — by a a)— 1 . 
donc 
RASE HO 1— x 
OA pa, 
(at D NERO RE TEL EE 
donc 
a? D) 
ee NET. ; 
NET Ets 
a a 1 bY 
a? bY 
NET Moy y — Ji 
. Jude DRE UITE A nr œ? XX, \'U+ 
a X—t %X—1 3 
Æ 
J'y. — URSS LESRRENTTTE 
SUR TE 
4 
Ju Jin 


D'ailleurs J, ,— 1; donc 


Jp = (40). 
PES 


J* Re T 
M Ne) tt 
à Di p 


Soit Æ l’exposant auquel appartient À (modp); alors 
= 1 (mod p), 


40. Application à Gi. — G4 a pour ordre 6. Ses équa- 
tions de définition sont a = b?= 1, ab = ba*. 

Les six opérations du groupe sont 1, a, a”, b, ab, a°b. 

On a, comme sous-groupes cycliques, 


CRIE 0 sous-groupe d'ordre 3, 
8={1,0] 

Dr bil sous-groupes d'ordre 2. 
GB" == (te a? b] ! 


GE Ra NN Mer", BE Np, PIS 










| PE LS D'ORDRE FIN. Fa 55 £ 
7 Posons | AE À | 4 
LE ER ab—c, a—cb, GOD=TA "1 
donc | à d 
(Bar; D CS EL + 
Les équations b= «= 1, (be) = 1 peuvent servir d'équa- 
tions de définition. 
Me" Soit 
< ÈS rs bi ad 
On a 
D D Cd, ch bd da, cdi; dr, 
à PHARE = Mara] 
HU ECI | | 
HR MER TE 
+ ALU ox a dant, ab 
(= î = : & u 
“ az+2 pr RL PE LR A DE db 
; x.2=I (mod 3). 
de ta 40,0.) 
taie a 07 PPT AE Te 0 Labo a D 
D SP ch ab 1 «a: at) 
°b—(1,4)(2,5) (3,6), 
; 
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Les isomorphismes cogrédients sont les suivants : 


1, a —(b, Cr) DES UE ds CT 
b—(a,;a)(c,d), c—(a,4?)(b, d) 
or 
d—(a,a)(b,c). 


C’est d’ailleurs aussi le groupe total des isomorphismes; 
en effet, prenons les équations de définition 


HR ESE Ab = ba 


On peut remplacer a par a ou a, et b par b ou c ou d. En 
tout 6 isomorphismes. 
Autrement, soient 


DER C A (be 


les équations de définition. On peut prendre pour b l’une des 
opérations b, c, d, soit b’, puis pour c l’une des deux opéra- 
ions d'ordre 2 qui restent. En tout 6 isomorphismes. 

Le groupe G} n’a donc que des isomorphismes cogrédients. 

I n’y à pas d’ailleurs dans G} d'opération conjuguée d’elle- 
même. Ainsi G} est un groupe complet (Burnside, $ 165, 
p. 236). 

En considérant les sous-groupes on a 


2 


a—(B,B,6"), a —(8,B",f) 
DB) ONE = (PRE) DRTERCER 


W Pa. 1 : 2) ; , 
Le groupe G; est donc simplement isomorphe avec le groupe 
symétrique de trois éléments. 
Les suites complètes d'opérations composées sont 


4; ALLIE bc: 
Les suites complètes de sous-groupes conjugués sont 


DOM PS Pan el MER 
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nr: A Les groupes d’ ordre 8 : 





a. Groupe Ra 
CAN 
LE É 
[r}, ANA Re ; jai =G. 
Il y à 4 isomorphismes 
1, A (a; a)(a7,.af}(a, a’), 
Br; d')(a*, a), AU dIoSp(da.d (4, 4%): 


= Ces isomorphismes transforment chaque sous-groupe en 
lui-même. 


Aie 1 Rent ab = ba 
Soit s 
| {M 
=; ADI, 4 — 03, FE etre 
D EE AD De 
Me C | 


PR 2 {2 cal c;; 

ab! do 0 dibil==Ld crus 1 = ds, 

b! = [1, b]—6,;, 

&b| bal; 

D Due) 1e), 

RO 20, in ba, mb] 8,0, b]—06—{8, «| 


__ Isomorphismes. — On peut remplacer à par a, ab, a’, 
ab; b par b, a*b. En tout 8 isomorphismes. 
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De a b 
SOI À É : , 
ab ab 


aA = A ab, GbhA AE: d'A—Aatb, PbhAEAG 
DA GT HD AA HAE AN 


A —(a,ab,a,a*b)(b,a*b)— (a, @, 43, a,)(b;, be) = (cœ, 2) (61,82), 
ASC 0 NEED UTC (ii) (da UE 
A5—(a,ab,a,ab)(b,; ab) ={(a,;,a,,a, a) (b,,b2) Re 
AIN | | 


«a 


b 
SOU 1; lon 
êe ab }? US 


B —(a,a)(b,&b) (a, as) (bi, be) = (Bu 8»), 
AB —{(a,ab)(af, ab) = (aa) (2; 20) 
AB (ab, ab) (b, ab) — (a, a,)(b,, b,) = (B:, B2), 


AB — (a, ab) (aï,ab)}  ={ata) (a, Gi 


On a 
a? bY 
a=( }=(e+aye ep, 


at+2Y bX+Y 


a* bY 
B= ( ) = (9 C++ 2 YM), 


aix +2 bY 


At—(m+2VY +22 +2), 24 + 3Y) (3% pm} 

A (3x +6y,2+y7)=(T FLY, 2 MA, 

At (9%, Y)=(x, y)=1. 
AB —=(3rz+6y+2x+2,xz+y)=(x,; x +FY), 
ADOBE ET) EN REP TA), | 
AB—(9x2+6Yy+2x+2y,x+y)=(3x, x y). 


45. c. Groupe des isomorphismes de (G, }’. — Le groupe 
des isomorphismes de (x, }* est simplement isomorphe avec 
le groupe G formé des substitutions 


(ax + 2 TRE à x + s'y Es Y 2; CAE en Ge V4) 


où les cocfficients sont des nombres entiers pris (mod2) avec 











Re De UN RE UIN 
0 e | 
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Punique condition 

AS EEE 

CA CS ET (mod 2). 

a" B" y" 
44. d G, est défini par les équations 

(RU Ce 11 PASte 


…… 


Une opération quelconque sera désignée par la notation 

bte; À, u, y pouvant prendre les valeurs (0, 1). 

É ee érons le produit 

: ae a? bY o% a} bb a — a% bY ah bat, 
Mais 

À al b1 — b1 aP aP1; 
done + 

bY ak= a bY ar, 

a bY ar a4 bla — at TX by TU EVENT, 


\ f az bY x 
AN DE RE = || . 
art bY + D5+v+hY 


|  Numérotons les substitutions comme l’indique le Tableau 
rs. | ci-dessous : ; PRES 











æ y. z 
| EL to) () 
7 2 + O 
» oO L O 
-% 0. O I 
1 O I I 
6 I O I 
"A 1 I O 
8 1 I I 
| Alors 
a? bY az * 
== ; 
ax+i bY a+) 
4. 
= ; 
RE € d f 
° 2 SP AT À 


v* r Vs 
F AREAS ER 


CET 
ne 2 Pics VA = 
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donc 
d=(,2)(5,8) (4,0), 


at bY a? 
Dh L) 
Ce) 
b=(1,3)(2,7)(4,5)(6, 8). 


D'où la Table de multiplication : 





45. Opérations d'ordre donné (sous-groupes cycliques) : 


Ordre 2 : opérations 2, SES LUI TU 5x 
Ordre k : opérations 7, (AIR 8, (SE 


On peut former le Tableau suivant : 


Ordre 4... ab ab a 


Ordre 2... a b tel auto TI 


Le groupe est isomorphe au groupe des substitutions 


Le (07, ve a=(T+r. y, Y +2); b = (Ty FEES 
ab=(x+1, YH1,Y 2), & — (x, YA 
ba —(x, y +-1,3+1), ARX—(T+1,Y, Y +3 HA), 
aba—{(xr+}, Y+1. M+2#1), Quv= (+2, y+u, 3 +v4+ y). 
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Il y a deux opérations d'ordre 4, cinq opérations d’ordre 2. 


46. Les groupes cycliques sont 


DR Aa rat 01e: al: Fr aæli {r, bal. 


Les autres sous-groupes sont 


CRE EC CIE MR MICN IAE 


47. Isomorphismes cogrédients : ba — aba, donc 


a—=(b,ba)(ab, aba); 
ab — ba, donc 


b —(a, aa)(ab,aba), 
ab=—(a,aa)(b, ba). 


Suites complètes d'opérations conjuguées : 
PRIT A0, Din ab-aba. 


Suites complètes de sous-groupes Con]Jugués : 


di er, ababalie li. al, Laaak LL, 2: 


MR AA 6 el a CEE AE 


Un isomorphisme contragrédient sera 


c—(a,b)(ac, ba)(ab,aba); 
d’où 

ac —(a,b, aa, ba}, 

bc = (&, ba, aa, b), 


abc —(a,;ba)(b,ax)(ab, aba). 


Le groupe des isomorphismes est d'ordre 8. 


[1,d@&]; 
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On a 
sh a 120 a* bY x 2) 
= == —=(T, ÿ, Ÿ 5 )}s 
a, ba a? bY a+ 4 
b = (T, Y,& +3), à 
ab VAE ME me cm D 


= a; ax bY ot | at bYas ( + 3) 
C = — = es se 5 
b, a re e br atY+z VX, AY : 
a (y, &&) +Y +5), 
be =(y,æ,2y +4 +5), 
abc=(};, xt, «y +x+y+a) [æ, y et s sont pris (mod2)]. - 
De l'équation 
a® D? où ax bb-o" — ax +À br + 45 HT 
je déduis, si je cherche l'inverse de a*b”c*, 
À x, HE VEZ-E TY 


a* bat? est l'inverse de a” b'a et 


art bY + 027 Qt DT a2+2Y — où Dh 2 + VAT ++ Y + TT HU 


— où ble a+ +Ux 


est la transformée de a*bbo par a” bras. 
’ 


48. Autre mode de génération. — On a 
2270) DD 0e D DATE 720 


donc 
ADS ER db = 1ba? 
ar bb — btañi”, a bb — bha, 
at br ab — ar a prb — Q2 +3 bY+4, 


; a? bY 
vue }= te, 72 po 


at+ py+V. 


9 + 
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Numérotons les opérations comme l'indique le Tableau 
ci-dessous : 








OC + © NO = 
© © 
© 


J I 
2 I 
8 D I 
DRE SE 3) (9,87 6): 
DE ME EC 0 62,6) (3, 7) (4: 8). 


D'où la nouvelle Table de multiplication : 





Le Tableau des opérations est le suivant : 


Ordre 4... «a Ve de | | 




















a? b 





Ordres bvahat te O0 Lab go 
] 
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On peut, pour compter les isomorphismes, remplacer a 
par a ou a° ct b par b, ab, a°b, a*b, ce qui fait 8 isomor- 
phismes, etc. 


49. Groupe G: : 
CEE SE re ab = baa. 
Une opération quelconque sera de la forme 
at bY x [æ, y sont pris (mod4), z est pris (mod2)]. 
On a 


AUDE NAT ULRS 


a L} az a? ba" — at baba — at +À DY+U a5+V+hY : 





donc 

JET RTE e 
| [e) 0 
D) I oO 
J O I re) 
he O o 1 
31 0 1 I 
6 Ï O l 
7 J 1 re) 
8 l I I 

at bY x 


a} bba — ( | =(tT+À Y+U,3+v+2Ày). 


ATX DTA DS +V+Y 


a=(t+1,Y;5 + Y), 
== (10,40) 0 
b=(L HIER 

D (1,940) (T0 SN 






à 
À or 
+ ES 
AE a Eve +. 
a dé Ge" 
Pa: NT Peel LS 
0 “dette 
A %E s 
es “. n 
_£, dE « 
72 * 


p 
AT, * 
+ 
27 n 
EL: 
Pr. 
;- 


NA 


SMS TI © 


LL. 


Ordreh.. 





Ordre 2... 


TER Cr je F! 
1 LS TS Ta% 1e 
or <e LE « 
LE Pa À 
2 La A LU or LÉ ER Le 
=: ? LS =} Cal VE, rt A 
ï re à Pr 
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D'où la Table de multiplication : 





(a bio}? — a?r D? 278 — ++. : 


FE v. (arbre) 


© 


o 
© © © 


© 
QRTNRTAS 


D'où le Tableau des opérations : 


—_—_——— | ———— | ———— | ——— | ——— | — 


Û 
. ‘4e! 
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50. Pour avoir les isomorphismes, on voit qu'on peut 
remplacer & par l’une des six opérations a, aa, b, ba, ab, 
aba, soit a’, et b par l’une des quatre opérations qui restent 
dans cette suite lorsqu'on a supprimé a’ et a'«. 

Soient 


= | a? bY x 
5 =(b, ba) (ab, aba) = | l=cryres) 


ar DY a+. 


UT ONE ES 


te dub 
DEN 22) (ab, aba)=| = r.2+s) 


ab —=(x;, Y,x + ES), 


a* bY az 
= (a, 42) (0, ab) (ba, aba) = | l'A 


at (ab)T are 
(ab)'= ab, CARE CE (ab = 000, (aber 
(ab}* = a bY cc; 


9(Y); pour y=t, 3=0; pour y —=2,3 =1; pour y =, 
I : 


A 
QE 
© —— 





VY —! — » 
; pour Y = 4, 3'=0; 
El ler A 
8 — 3) (y —1), 
| l(y—1) 
(ab}* = a* bY ; 
L AT DRE 
Gr LES + SE — 1) ? 
az ty DY à 


re PS TA NE EEE (7 ui 1)|, 
Haliiee 2Y,Y LH+Y+L+EH+EiY(y —1)] 
— Det: y, 5 + Y(y —1)| AT 7; z), 


Cab VCY Ar) st pau 


ad ler a Er Re EE 
be = [r +7,39, ++) PPT): 


abc —[x Ed M Y+S + EYE) 


À 2 M 
D ORDRE FINI. 6 
Ensuite 
= at ba 
= 
b* (ab) az 
1 AY 
y (> —1) RSS a LY «= 
Pure CRUE À PT TAUUR ) 
ba) — aY DT ax, ARR Sfr FAN 
à =ine+rie+a +0 
my y + Rap LeEy(y—1)} 
bd AMP Yi DE 3) y (YA), 
Abd =>, 2+ 7 x +y +3 +aÿ+iy(y— 1) 
la oi z tip (y 1) Hay hr tir y — 0! 


cd Tr Es + Ty) [car y(y +1) est pair |, 
acd —=[y,x+27,r+y+z 
Has) + are yiEEiy(y 1], 
acd —=[y,tx,x+y+z+xy), 
bd —[7y,2+ 27,3 ELy(y —71) Exy + y +iy(y —1)], 
bed — (y, x, 2 + x), 
GC (y, CHoy, + ST Ey(Y 1) + dy + +iy(y —0)], 
abcd ={(y,x,y+3:+xy), | 


© D , ne, a À Ce ——, 


d' =[T+Y,L+2y,3+ xy 

JO =D + ay ++ ie + y) (e +7 —1)l, 
dd O=[r+pas+iy(y-n+He+y)(e+y nl 
“k —|\2+),&,2+i[at+tazy—x+ay(y—:i)l, 
on — EEE 2 am (rr)], 
ad —[r+yx,y+5-+ix(x —i1)), 
bd” =[r+y,xz,x+s3+lx(x—:1)|, 


abd =fr+y,z +y+3+ix(rx —1)l, 


ed —[r+ey,e+pets+iy(y 1) +hx+y) (æ+y—0] 

= 1, DH YNTEyY Es HE l2y(Yy —1) + xt+ 2Ty Ex), 
—— 1 } 
cd —=[x,x+y,x+y+s+ix(x—:1)], 





0 PROPRIËTÉS DE QUELQUES GROUPES D'ORDRE FINI. 


( 
— 2 
acd > = [AA EE PAT ET y HS 
RÉPONSE EN) EYE 
—=[x,æ+y,æ+3+lx(x—:1)], 
| bed = [x +ey, x +3 +270 0 AGEN 
| =[t,æ+y,y+3+ix(x —:1)|, 
abed = [e+272+ y 7 +8 +87 070) + He + 7) +» 0) 


=[tr;x+y,z+Eix(x—:1)]. 


Résumé : 


1, (tYY+2), (x, J,t+2:), (2, Y,æ + YA), 
Le+nre+s+iy(— 0) Le+y,ræ+y+s+{yt— 0), 
Le + 3, 3435) A) +2 9 PAR OENNE 
+7,53 +xy+iy(y 0} [z+7,7+5+2ey +30 NI, 
[r,æ+y,z+s+xy+tiy(y 0]; 

RE ne LEE nf ue ne les 00, Li) 

(VX, MP Es Far); (M x,æ+y+3+æy), 
(YaTS SZ LV) SOSE VER ENAS 
[a+ pa s+ia(z—n)], [a+y,2,y+s5+1tæ(x i)], 
[x+y,x,z+s+ix(x —1)|, [r+3,2,&æ+y+s+éx(z—")], 
[t,æ+y,x+y+sz+ix(z—i)], [r,r+y,x+z+ix(x—1)|, 
[tT,T+y,y+s+it(t—i)], (2, z+ 7,3 +5ix(æ nf 


C’est un groupe isomorphe au groupe symétrique de quatre 
lettres. 
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